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Nombre d’or dans le t r iangle équilatéral et  son cercle circonscr it  

 

 

 Si l’on prend pour axes de coordonnées cartésiennes les dro ites portant  

les segments BC et  OA, on a  les valeurs suivantes,  pour les coordonnées 

des po ints (avec BC = c,  D et  E milieux de AB et  AC) :  

A (0,  (c√3)/2) ; C (c/2,  0)  ; D (-c/4,  (c√3) /4) ; E (c/4,  (c√3)/4) ; O (0,  (c√3)/6) ; 

M (0, (c√3)/4).  

 On a a lors le rayon du cercle R = OA = (c √3)/3,  et  OM = (c√3)/12 = R/4.  

 La longueur de MF est  calculée à l’aide du théorème de Pythagore  :  

MF2  = OF2  –  OM2  = 15R2 /16, d’où MF = (R√15)/4 = (c√5)/4.  C’est  aussi la 

valeur de l’abscisse du po int  F.  

 On obt ient  donc FE = c(√5 –  1)/4,  et  FD = c(√5 + 1)/4,  d’où FD/FE =  

(√5 + 1)/(√5 –  1) = (√5 + 3)/2 = 1 + φ = φ2 ,  et ED/EF = (c/2)/ [c(√5 –  1)/4] = 

2/(√5 –  1) = (√5 + 1)/2 = φ  = EA/EF.  

 

 Mais on peut  en donner  une démonstrat ion net tement  plus rapide : si G 

désigne le deuxième point d'intersect ion de la droite DE et du cercle,  la puissance  

du point  E par rapport  à  ce cercle peut  s'écr ire P(E,(O)) = EF.EG = EC.EA. Or,  

on a EC = EA = ED, et  EG = ED + FG = DE + EF = DF, et  l'égalité ci-dessus 

devient  EF.DF = DE 2 ,  soit  DF/DE = DE/EF, où l'on reconnaît  la "proport ion 

dorée",  puisque DF = DE + EF et  que EF < DE = EA = EC (car E est  le milieu 

de la corde AC, et  F,  sur l'arc AC, est  de l'autre côté que O, par rapport à cette 

corde),  ce qui permet  d'écr ire DF/DE = DE/EF =  . 
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 D’autre part , on a  :  

FA2  = [(c√5)/4 –  0]2  + [(c√3)/4 –  (c√3)/2] 2  = 8c2 /16 = [(c√2)/2]2 ,  et  donc  

FA = (c√2)/2,  

et  FC2  = [(c√5)/4 –  c/2]2  + [(c√3)/4]2  = c2 (3 –  √5)/4 = [c√(3 –  √5)/2]2 ,  et  donc  

FC = (c√(3 –  √5)/2.  

D’où FA2 /FC2  = 2/(3 –  √5) = (3 + √5)/2 = 1 + φ = φ2 ,  et  FA/FC = φ.   

 

Du t riangle équ ilatéral au pentagone régulier  

 

 Le fait  que le rapport ED/EF so it  égal à   permet  de construire t rès simple -

ment  un pentagone régulier à part ir  d 'un segment  de base AB, en passant  par le 

t riangle équilatéra l ABC, qu 'on obt ient  en deux coups de compas, et  son cercle 

circonscr it  :  

 Reprenons la figure précédente : un t r iangle équilatéral ABC, les milieux D 

et  E des côtés AB et  AC, la droite DE et  le cercle circonscr it  à ABC. Soit  F et  G 

les po ints d 'int ersect ion de cet te droite a vec les arcs AC et  AB, respect ivement ,  

de ce cerc le.  Les demi-dro ites AG et  AF coupent  en J et  K, respect ivement ,  la 

droite qui porte le côté BC du t riangle.  L'arc de cercle de centre C et  de rayon 

CJ et  celui de centre B et  rayon BK se coupent  en M, la mé diatr ice de BM coupe 

l'arc JM en N, et la médiatrice de CM coupe l'arc KM en L. Le polygone BCLMN 

est  un pentagone régulier.  
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 En effet ,  à part ir  de la relat ion φ = AE/EF,  le théorème de Thalès permet  

d'écr ire φ = AE/EF = AC/CK = BC/CK, et  la propr iété de la "proport ion dorée",  

que (BC+CK)/BC = BC/CK, permet  d'écr ire BM/BC = BK/BC =  .  De même 

peut -on écr ire aussi CM/CB = CJ/CB =  . Par conséquent ,  les segments BM et  

CM peuvent  êt re considérés comme des diagonales d 'un pentagone régulier dont  

le po int  M est  le sommet  opposé au côté BC. Et comme on sait  que dans ce 

pentagone régulier,  le sommet  N doit  êt re tel que CN = CM et  NB = NM, ce 

sommet  est  bien le po int  d 'intersect ion de l'arc de cercle JM et  de la méd iatr ice 

de BM. I l en est  de même, mutat is mutandis,  pour le sommet  L.   


